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Matematyka jest dziedzin¡ wiedzy, która wnosi do przestrzeni spoªecznej i kultu-
rowej nie tylko konkretn¡ wiedz¦, ale te» i poczucie, i» jej wyniki s¡ wolne od bª¦dów.
Wspóªczesna cywilizacja podejmuje coraz wi¦cej wyzwa«, w których standardy dzia-
ªa« nie dopuszczaj¡ bª¦dów. Dotyczy to szczególnie oprogramowania dziaªaj¡cego we
wra»liwych strefach »ycia ludzkiego (np. oprogramowania elektrowni j¡drowych, opro-
gramowania steruj¡cego samolotem itp.). Wielko±¢ takiego oprogramowania sprawia,
i» zapewnienie jego poprawno±ci bez wsparcia komputerów jest nierealne. Wª¡cze-
nie w ten proces osi¡gni¦¢ matematyki tak, aby nie byªy one najsªabszym ogniwem,
wymaga sformalizowania ich w precyzyjnej, akceptowalnej przez komputer postaci.
Wykorzystanie komputerowej weryfikacji w naukach matematycznych jest dobrze
znanym sposobem drastycznego ograniczenia lub eliminacji bª¦dów w formuªowanych
rozumowaniach. Konieczna do u»ycia komputera szczegóªowo±¢ wszystkich kroków
oraz mo»liwych przypadków, uniemo»liwia co prawda popeªnienie drobnych bª¦dów,
ale równocze±nie zwi¦ksza dªugo±¢ rozumowania. Problem ten istnieje od czasu pierw-
szych prób formalizacji matematyki, przyczyniaj¡c si¦ do zaniechania wielu z nich.
Spowodowaª on m.in. porzucenie dalszych prac nad kolejnym tomem dzieªa Principia
mathematica [22] tworzonego przy ekstremalnie rygorystycznym podej±ciu do formu-
ªowaniu definicji i dowodów, reprezentowanego przez A. N. Whiteheada i B. Russella.
Równie» doprowadziª on do odwrócenia si¦ ±wiata matematyki od ambitnego projektu
grupy naukowców wyst¦puj¡cych pod pseudonimem pseudonimem Nicolas Bourbaki.
Zatem pocz¡wszy od pierwszych prób formalizacji dowodów matematycznych,
procesowi temu zawsze towarzyszyª problem nieczytelno±ci struktury tak uszczegóªo-
wionych rozumowa«. Zdaniem niektórych koncepcje systemów formalnych umo»liwia-
j¡ce jasne strukturalizowanie dowodów, zapisanych w systemie dedukcji naturalnej,
przedstawione przez G. Gentzena [7] lub S. Ja±kowskiego [10] utrudniaj¡, czy wr¦cz
uniemo»liwiaj¡, zastosowanie ich do wiernej reprezentacji dowodów twierdze« prowa-
dzonych w praktyce przez matematyków [17].
Rozkwit formalizacji byª mo»liwy dopiero przy wykorzystaniu komputerów do we-
ryfikacji poprawno±ci tak uszczegóªowionych rozumowa«. Idea komputerowo wspoma-
ganej automatyzacji i weryfikacji formalnych rozumowa« matematycznych stanowiªa
bowiem punkt wyj±cia do zbudowania systemów prowadzenia rozumowa« formalnych,
tj. Coq, Isabelle/Izar, HOL Light, Mizar. Wykorzystanie komputerów nie tylko zli-
kwidowaªo problem sprawdzania poprawno±ci, ale umo»liwiªo równie» prowadzenie
rozwa»a« formalnych na bardziej ogólnym poziomie, który jest bli»szy temu, jaki wy-
st¦puje w nieformalnych dowodach matematycznych. Pomimo zbudowania takich sys-
temów, zapisane w nich formalne rozumowania s¡ nadal nieczytelne dla przeci¦tnego
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u»ytkownika. Implikuje to konieczno±¢ dalszych bada« w zakresie metod poprawy
czytelno±ci. Zagadnieniom tym zostaªa po±wi¦cona prezentowana rozprawa doktor-
ska.
Zasadnicz¡ przyczyn¡ tego stanu rzeczy jest wi¦ksza ni» w normalnej praktyce ma-
tematycznej liczba kroków, która jest jednak konieczna do zapewnienia poprawno±ci
wywodów formalnych (zale»no±¢ mi¦dzy dªugo±ci¡ dowodu nieformalnego i formal-
nego charakteryzowana jest tzw. wspóªczynnikiem de Bruijna [3, 24]).
Analiza do±wiadcze« zwi¡zanych z rozwojem i konserwacj¡ bazy Mizar Mathema-
tical Library (MML) potwierdziªa równie» istnienie innego znanego powodu nieczytel-
no±ci skryptów dowodowych. Jest nim d¡»enie do osi¡gni¦cia konkretnego celu, jakim
jest udowodnienie twierdzenia, przy jednoczesnym traktowaniu pobocznych warto±ci
takich jak czytelno±¢ tworzonych skryptów dowodowych jako kwestie drugorz¦dne.
Oczywi±cie efekt ten nasila si¦ w przypadku dªugich rozumowa«, które pojawiaj¡
si¦ nieuchronnie w wyniku wzbogacania bazy MML w coraz trudniejsze zagadnienia.
Niejednokrotnie obecne tam wywody, cho¢ poprawne dla systemu weryfikuj¡cego s¡
jednak maªo eleganckie, cz¦sto wr¦cz chaotyczne, a czªowiek mo»e je zrozumie¢ je-
dynie przy bardzo du»ym nakªadzie pracy i wysiªku. Czytelno±¢ takich skryptów
wpªywa nie tylko na czas ich analizowania, który jest potrzebny do wyodr¦bnienia
idei sformalizowanych w ten sposób dowodów matematycznych, ale równie» na ªa-
two±¢ ich konserwacji (rewidowania). Autorzy takich skryptów maj¡ przekonanie, i»
problem znajdowania i usuwania niepotrzebnych lub mo»liwych do skrócenia frag-
mentów nie jest z ich punktu widzenia istotny, gdy» zakªadaj¡, »e wszystkie elementy
tego procesu mo»na ªatwo zautomatyzowa¢. Przekonani s¡, »e automatyczne odnaj-
dywanie i usuwanie niepotrzebnych fragmentów skryptów dowodowych zapisanych
w j¦zyku Mizar za pomoc¡ narz¦dzi dystrybuowanych z tym systemem [12, 13] oraz
wizualizacja cz¦±ciowo poprawionych skryptów w zlinkowanej postaci HTML [19, 20]
jest rozwi¡zaniem gwarantuj¡cym dostateczny poziom czytelno±ci uzyskanych wywo-
dów. Badaj¡c jednak dowody zgromadzone w bazie MML, bez trudu odnajdujemy
jednopoziomowe rozumowania zbudowane z co najmniej 30 kroków, dla których re-
konstrukcja idei nawet przy zastosowaniu dotychczas dost¦pnych narz¦dzi wymaga
ogromnego nakªadu pracy.
2 Obszar badawczy i cele rozprawy
Rozwi¡zaniem opisanego powy»ej problemu mog¡ by¢ metody stosowane w prak-
tyce matematycznej w celu czytelnego formuªowania dªugich rozumowa« nieformal-
nych. Metody te s¡ gª¦boko zakorzenione w tradycji formuªowania dowodów matema-
tycznych, jak równie» maj¡ swoje uzasadnienie w wielu badaniach psychologicznych
prowadzonych nad procesami poznawczymi czªowieka [1, 2, 5]. Opieraj¡ si¦ one na
dwóch niezale»nych od siebie ±rodkach. Pierwszym z nich jest odnajdywanie i wyod-
r¦bnianie w postaci lematów lub kapsuªkowaniu w postaci zagnie»d»onych podroz-
umowa« mniej istotnych lub powtarzaj¡cych si¦ fragmentów rozumowania. Drugim
za± ±rodkiem jest reorganizacja niezale»nych od siebie kroków rozumowa« w dowo-
dzie, która ma na celu popraw¦ wybranych wªasno±ci linearyzacji dowodu. Dodatkowo
±rodki te s¡ przenoszone na grunt dowodów formalnych zgromadzonych w bazie MML
przez wielu autorów skryptów, dla których priorytetem w formalizacji jest nie tylko
powi¦kszanie bazy sformalizowanych twierdze«, ale równie» jest jej jako±¢. Skrypty
dowodowe tych autorów odznaczaj¡ si¦ wówczas podwy»szonym poziomem czytelno-
±ci, a je±li nawet zawieraj¡ niepotrzebne lub mo»liwe do skrócenia fragmenty, to ich
usuni¦cie nie prowadzi do obni»enia czytelno±ci tak zmodyfikowanych wywodów.
Naturalnie czytelno±¢ skryptów dowodowych jest poj¦ciem subiektywnym, ró»nie
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rozumianym przez poszczególnych autorów rozumowa«, a przedstawione metody s¡
stosowane w sposób intuicyjny na podstawie wzorców wyst¦puj¡cych w dowodach
nieformalnych, które zostaªy uksztaªtowane w wyniku wieloletniej praktyki ich two-
rzenia. W oparciu o te nieformalne wzorce, a tak»e wieloletnie do±wiadczenia u»yt-
kowników systemu Mizar [15, 20] oraz badania nad czytelno±ci¡ programów kom-
puterowych [11] zaproponowano metody zwi¦kszania czytelno±ci sformalizowanych
dowodów. Niestety nie wiadomo, na ile metody te s¡ efektywne czasowo, a co za tym
idzie, na ile s¡ stosowalne w praktyce.
Wybór systemu Mizar zostaª podyktowany tym, i» dystrybuowana z tym syste-
mem biblioteka jest najbardziej rozbudowanym na ±wiecie, intensywnie rozwijanym
przez ponad dwadzie±cia lat repozytorium sformalizowanej wiedzy matematycznej.
Za wyborem bazy MML przemawia równie» fakt, »e rozwi¡zania stosowane w j¦-
zyku Mizar wykorzystywane s¡ do opracowywania podobnych rozwi¡za« sªu»¡cych
polepszaniu czytelno±ci skryptów w innych uznanych systemach [14], tj. Declare [18],
Mizar Mode for HOL [9], Isar language for Isabelle [21], Mizar-light for HOL-light
[23], MMode for Coq [8], declarative proof language (DPL) for Coq [4].
W zwi¡zku z powy»szym, jako obszar badawczy wybrano wdra»anie metod
wykorzystywanych w procesie poprawy czytelno±ci nieformalnych rozumowa« mate-
matycznych w celu uczytelniania istniej¡cych formalnych rozumowa« zapisanych w sys-
temie naturalnej dedukcji, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem rozumowa« zgromadzonych
w bibliotece MML.
Celem rozprawy w zwi¡zku z tym jest poprawa czytelno±ci dªugich formalnych
rozumowa« poprzez upodobnienie ich do dowodów nieformalnych. Cel ten byª realizo-
wany poprzez badanie efektywno±ci algorytmów poprawiaj¡cych czytelno±¢ rozumo-
wa« zapisanych w systemie naturalnej dedukcji G. Gentzena, S. Ja±kowskiego [7, 10].
W zwi¡zku z tak nakre±lonym celem gªównym rozprawy zostaªy wyodr¦bnione
nast¦puj¡ce cele szczegóªowe proponowanych bada«:
1. Wyodr¦bnienie zbioru informacji zawartych w poszczególnych krokach rozumo-
wania, który umo»liwia interpretowanie struktury rozumowania jako grafu skiero-
wanego reprezentuj¡cego przepªyw informacji mi¦dzy poszczególnymi krokami
rozumowania, nazywanego dalej grafem dowodu.
2. Stworzenie abstrakcyjnego modelu grafu dowodu, który umo»liwi uniezale»nie-
nie prowadzonych rozwa»a« od konkretnego systemu weryfikuj¡cego, co upro±ci
adaptacj¦ oczekiwanych rozwi¡za« do innych systemów.
3. Zdefiniowanie grupy wska¹ników czytelno±ci wyra»onych w terminach abstrak-
cyjnego grafu dowodu oraz zbadanie zªo»ono±ci problemów grafowych optymali-
zuj¡cych warto±ci tych wska¹ników.
3 Problemy badawcze
Realizacja celów rozprawy nast¡piªa przez odpowied¹ na dwa sformuªowane po-
ni»ej problemy badawcze:
1. Czy i w jakim stopniu mo»liwe jest posªugiwanie si¦ abstrakcyjnym modelem
grafu dowodu do analizy metod uczytelniania istniej¡cych rozumowa« formal-
nych zgromadzonych w bazie MML?
2. Na ile proponowane metody uczytelniania s¡ efektywne czasowo, a co za tym
idzie, na ile s¡ stosowalne w procesie automatycznej poprawy czytelno±ci sfor-
malizowanych rozumowa« zapisanych w systemie naturalnej dedukcji?
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Zdecydowano si¦ na ª¡czne potraktowanie tych dwóch problemów badawczych, po-
niewa» przeprowadzenie bada« nad popraw¡ czytelno±ci bez ich uniezale»nienia od
konkretnego systemu utrudniªoby, a wr¦cz uniemo»liwiªoby adaptacj¦ oczekiwanych
rozwi¡za« do innych systemów.
W rozprawie zostaª przyj¦ty poni»szy model abstrakcyjnego grafu.
Definicja 1. Niech V b¦dzie niepustym zbiorem, a A,M b¦d¡ dowolnymi podzbiorami
zbioru uporz¡dkowanych par elementów zbioru V, A,M ⊆ V × V. Uporz¡dkowan¡
trójk¦ P = 〈V,A,M〉 nazywamy abstrakcyjnym grafem dowodu wtedy i tylko wtedy,
gdy:
(i) digraf MP = 〈V,M〉 jest lasem dendroidów,
(ii) ka»dy ªuk (u, v) w digrafie 〈V,A〉 speªnia warunek: ka»dy nast¦pnik u w lesie
MP jest osi¡galny z v i jednocze±nie ró»ny od v,
(iii) digraf 〈V,A ∪M〉 jest acykliczny.
Odnosz¡c si¦ do pytania sformuªowanego w pierwszym problemie badawczym, na-
le»y rozwa»y¢ dwa jego aspekty. Po pierwsze, nale»y zweryfikowa¢, czy modyfikacja
sposobu zlinearyzowania rozumowania poprzez modyfikacj¦ sortowa« topologicznych
poszczególnych rozumowa« pierwotnych w grafie dowodu nie prowadzi do powsta-
nia bª¦dów w skrypcie dowodowym. Po drugie, nale»y sprawdzi¢, czy rodziny abs-
trakcyjnych grafów dowodu, które zostaªy wykorzystane w rozprawie przy badaniu
klasy zªo»ono±ci problemów optymalizacji s¡ konstruktywne, a wi¦c czy rozumowa-
nia, których struktury s¡ opisywane przez wykorzystywane grafy dowodów, nale»¡
lub potencjalnie mog¡ nale»e¢ do bazy MML.
Nawi¡zuj¡c do pierwszego aspektu problemu badawczego, nale»y stwierdzi¢, »e
zbiór informacji wyodr¦bnionych z kroków rozumowania sformuªowanego w j¦zyku
Mizar dostarcza koniecznej, jak równie» dostatecznej liczby danych do badania zale»-
no±ci wyst¦puj¡cej mi¦dzy krokami dowodu. Wynik ten zostaª zbadany teoretycznie
poprzez szczegóªow¡ analiz¦ skªadni systemu Mizar jak równie» zostaª potwierdzony
empirycznie. Badania przeprowadzone nad wst¦pn¡ popraw¡ budowy ponad 30 tys.
rozumowa« zgromadzonych w bazie MML, podczas których wykorzystywane narz¦-
dzia dokonywaªy modyfikacji sposobu linearyzacji rozumowa« w oparciu jedynie o in-
formacje wyodr¦bnione z kroków rozumowania, nie wygenerowaªy bª¦dów w trakcie
modyfikacji skryptów dowodowych. St¡d mo»emy wnioskowa¢, »e modyfikacja spo-
sobu linearyzacji poszczególnych rozumowa« pierwotnych przy uwzgl¦dnieniu jedynie
informacje zgromadzonej w grafie dowodu, nie prowadzi do powstania bª¦dów w ten
sposób modyfikowanych skryptach dowodowych.
Odnosz¡c si¦ do drugiego aspektu problemu badawczego, stwierdzamy, »e wska-
zana w rozprawie podrodzina konstruktywnych abstrakcyjnych grafów dowodu nie
pokrywa caªej rodziny grafów dowodów rozumowa« zgromadzonych w bazie MML,
aczkolwiek zawiera wszystkie grafy spo±ród tych, które byªy wykorzystywane przy ba-
daniu zªo»ono±ci rozwa»anych problemów optymalizacyjnych. Naturalnie, teoretyczne
zbadanie peªnej skªadni systemu Mizar doprowadziªoby do wyznaczenia zbioru wªa-
sno±ci abstrakcyjnych grafów dowodu dostatecznych do ich konstruktywno±ci, acz-
kolwiek badanie to zostaªo uznane za niecelowe ze wzgl¦du na realizacj¦ gªównych
celów rozprawy. Za dostateczne rozwi¡zanie tego problemu przyj¦li±my zostaªo bo-
wiem przyj¦te wskazanie transformacji, której zastosowanie powoduje, i» wynikowe
dowody daj¡ grafy b¦d¡ce konstruowanymi grafami dowodu.
Ustosunkowuj¡c si¦ do powy»szych wniosków w odniesieniu do pierwszego pro-
blemu badawczego stwierdzamy, »e graf dowodu jest dobrym narz¦dziem umo»liwia-
j¡cym dostatecznie wierne odzwierciedlenie struktury rozumowa« zapisanych w j¦-
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zyku Mizar. Skonstruowany model abstrakcyjnego grafu dowodu umo»liwia nie tylko
wierne odzwierciedlenie struktur rozumowa« zapisanych w j¦zyku Mizar, ale równie»
ka»dego rozumowania zapisanego w systemie naturalnej dedukcji. Wªasno±ci przyj¦te
w definicji abstrakcyjnego grafu dowodu charakteryzuj¡ bowiem podstawowe zasady
tworzenia poprawnie zbudowanych dowodów w systemie naturalnej dedukcji, tj.:
1) przesªanki, które s¡ wykorzystywane w uzasadnieniu kroku, musz¡ by¢ stwier-
dzone we wcze±niejszej cz¦±ci rozumowania;
2) krok rozumowania, w którym stwierdzana formuªa wykorzystuje zmienn¡ woln¡,
musi by¢ poprzedzony w rozumowaniu krokiem, w którym zmienna ta zostaªa
ustalona w rozumowaniu;
3) uzasadnienie kroku nie mo»e odwoªywa¢ si¦ do stwierdze« sformuªowanych we-
wn¡trz zagnie»d»onego rozumowania, je±li krok ten nie nale»y do obszaru tego
zagnie»d»onego rozumowania.
Mo»emy st¡d wnioskowa¢, »e uzyskane wyniki rozprawy mog¡ by¢ w prosty sposób
zaadoptowane do ka»dego systemu opieraj¡cego si¦ na systemie naturalnej dedukcji.
Odnosz¡c si¦ do pytania sformuªowanego w drugim problemie badawczym nale»y
stwierdzi¢, »e zostaªa zbadana zªo»ono±¢ problemu optymalizacji wszystkich pi¦ciu
najcz¦±ciej wskazywanych przez u»ytkowników systemu Mizar wska¹ników czytelno-
±ci, charakteryzuj¡cych nast¦puj¡ce wªasno±ci dowodu:
K.1 Liczba kroków, z których ka»dy w swoim uzasadnieniu odwoªuje si¦ m.in. do
przesªanki sformuªowanej w bezpo±rednio poprzedzaj¡cym kroku w dowodzie
powinna by¢ maksymalna.
K.2 Liczba odwoªa« do przesªanek w obr¦bie poszczególnych liniowych fragmentów
dowodu powinna by¢ maksymalna.
K.3 Liczba etykiet, które nale»y wprowadzi¢ w dowodzie, w celu umo»liwienia od-
woªywania si¦ do daleko poªo»onych przesªanek, które nie mog¡ by¢ przekazane
do uzasadnienia za pomoc¡ konstrukcji then powinna by¢ minimalna.
K.4 Suma odlegªo±ci po wszystkich odwoªaniach mi¦dzy krokami, które odwoªuj¡ si¦
do przesªanek, a krokami, w których te przesªanki zostaªy uzasadnione powinna
by¢ minimalna.
K.5 Liczba fragmentów rozumowania zapisanych spoi±cie w dowodzie, w których
przepªyw informacji jest dostatecznie g¦sty, powinna by¢ maksymalna.
Badania te przeprowadzono dwuetapowo. W pierwszym etapie zostaªy formalnie zde-
finiowane wska¹niki opisuj¡ce linearyzacje poszczególnych rozumowa« pierwotnych
abstrakcyjnego grafu dowodu, jak równie» sformuªowano pi¦¢ grafowych problemów
decyzyjnych zwi¡zanych z optymalizacj¡ tych wska¹ników:
K.1′ : Instancja: DAG D = 〈V,A〉, zbiór A ⊆ A, liczba naturalna 0 ¬M1 ¬ |V|.
Pytanie: Czy istnieje acykliczna H(∗)A partycja pi digrafu D speªniaj¡ca zale»-
no±¢: |pi| ¬M1?
Przy czym partycja pi digrafu D ma wªasno±¢ H(∗)A wtedy i tylko wtedy, gdy dla
ka»dego p ∈ pi podgraf digrafu 〈V, A〉 indukowany przez zbiór wierzchoªków P posiada
drog¦ Hamiltona.
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K.2′ : Instancja: DAG D = 〈V,A〉, zbiór A ⊆ A, liczba naturalna 0 ¬M2 ¬ |A|.





Przy czym P1 y
A
P2 oznacza zbiór {(v, u) ∈ A : v ∈ P1 ∧ v ∈ P2}.
K.3′ : Instancja: DAG D = 〈V,A〉, zbiory A2 ⊆ A1 ⊆ A, liczba naturalna 0 ¬M3 ¬
|V|.
Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:
|{v ∈ V : ∃
u∈V
vu ∈ A1 ∧ ( dτ (v, u) > 1 ∨ vu /∈ A2 ∨
∃
w∈V
vw ∈ A \A1 )}| ¬M3,
gdzie dτ (v, u) = d(u)− d(v)?








Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:∑
vu∈A
w(vu) · dτ (v, u) ¬M4?
K.5′ : Instancja: DAG D = 〈V,A〉, zbiór A ⊆ A, liczba rzeczywista 0 < p ¬ 1, liczba
naturalna 0 ¬M5 ¬ 2|V|.
Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:
|{V ⊆ V : |V | ­ 2 ∧ ρA(V ) ­ p ∧ V jest τspoisty}| ­M5,







) , a zbiór V jest τspoisty wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje liczba naturalna i, dla której i ¬ τ(v) ¬ i+ |V | − 1, dla ka»dego
v ∈ V ?
W drugim etapie zostaªa zbadana zªo»ono±¢ wszystkich sformuªowanych uprzednio
problemów. W tym celu w pierwszej kolejno±ci udowodniono, »e problem Minimum
Feedback Arc Set (FAS, zob. GT8 [6]) zachowuje NP-zupeªno±¢ je±li nawet zaªo»ymy
dodatkowo o digrafie D wyst¦puj¡cym w instancji tego problemu, »e ka»dy wierzcho-
ªek w D ma co najwy»ej jednoelementowy zbiór nast¦pników lub poprzedników.
Minimum Feedback Arc Set (FAS)
Instancja: Digraf D, liczba naturalna 0 ¬ K ¬ |A(D)|.
Pytanie: Czy istnieje sprz¦»ony podzbiór A(D)ªuków o mocy co najwy»ej K?
Nast¦pnie zostaªa skonstruowana redukcja wskazanego podproblemu FAS do po-
mocniczego problemu APH b¦d¡cego podproblemem K.1.
Acykliczna Partycja Hamiltona (APH)
Instancja: DAG D = 〈V,A〉 bez Askrótów, liczba naturalna 0 ¬ K ¬ |A|.
Pytanie: Czy istnieje acykliczna H(∗)A partycji digrafu D o mocy co najwy»ej
K?
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Przy czym Askrótem nazywany Aªuk, dla którego istnieje skierowana A±cie»ka
dªugo±ci co najmniej 2 ª¡cz¡ca ko«ce tego ªuku.
Wykorzystanie pomocniczego problemu APH zostaªo podyktowane tym, i» pro-
blem ten redukuje si¦ do problemu K.2, co jest nast¦pstwem poni»szego twierdzenia.
Twierdzenie 2. Niech D = 〈V,A〉 b¦dzie acyklicznym digrafem bez Askrótów, M
liczb¡ naturaln¡ 1 ¬ M ¬ |V|, gdzie A ⊆ A. Wówczas istnieje acykliczna H(∗)A 
partycja pi digrafu D o liczebno±ci co najwy»ej M wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje






|A| − |A|+M .
NP-zupeªny okazaª si¦ równie» problem K.4, który w przypadku funkcji wagi przy-
pisuj¡cej ka»demu ªukowi digrafu warto±¢ 1 jest znanym NP-zupeªnym problemem
Directed Optimal Linear Arrangement (zob. GT43 [6]).
Ostatnim NP-zupeªnym problemem spo±ród wskazanych pi¦ciu okazaª si¦ pro-
blem K.5. Wynik ten zostaª uzyskany poprzez wskazanie redukcji problemu Vertex
Cover (VC, zob. GT1 [6]) do K.5, je±li liczba rzeczywista p wyst¦puj¡ca w instancji
problemu K.5 ma warto±¢ co najmniej 13 .
Vertex Cover (VC, GT1 [6]))
Instancja: Graf nieskierowany G = 〈V, E〉, liczba naturalna 0 ¬ K ¬ |V|.
Pytanie: Czy istnieje pokrycie wierzchoªkowe V ⊆ V o mocy co najwy»ej K?
Ograniczenie to nie pomniejsza jednak warto±ci uzyskanego wyniku, gdy» wielko±ci
przyjmowane za ten parametr w procesie poprawy czytelno±ci s¡ na ogóª bliskie jed-
no±ci. G¦sto±¢ przepªywu informacji o warto±ci 1 charakteryzuje bowiem te spo±ród
podzbiorów kroków rozumowania, które mo»na uporz¡dkowa¢ tak, aby stanowiªy li-
niowe fragmenty w zlinearyzowanym rozumowaniu.
Przeprowadzone badania wykazaªy równie», »e jedynym spo±ród sformuªowanych
problemów decyzyjnych, na który mo»emy udzieli¢ odpowiedzi, stosuj¡c algorytm
o zªo»ono±ci wielomianowej jest problem K.3. Na szczególn¡ uwag¦ zasªuguje fakt,
»e wynik ten jest nast¦pstwem jedynie syntaktycznych ogranicze« na stosowalno±¢
konstrukcji then w systemie Mizar, która to umo»liwia przekazanie do uzasadnienia
przesªanki, je±li jest ona sformuªowana w bezpo±rednio poprzedzaj¡cym kroku, bez
podania explicite etykiety wskazuj¡cej na t¦ przesªank¦.
Pomini¦cie tego ograniczenia skutkuje bowiem modyfikacj¡ pytania sformuªowa-
nego w problemie K.3′ do postaci wyst¦puj¡cej w problemie K.3′′, który jest proble-
mem NP-zupeªnym, co zostaªo udowodnione rozprawie.
K.3′′ : Instancja: DAG D = 〈V,A〉, zbiory A2 ⊆ A1 ⊆ A, liczba naturalna 0 ¬M3 ¬
|V|.
Pytanie: Czy istnieje sortowanie topologiczne τ ∈ TS(D) speªniaj¡ce zale»no±¢:
|{v ∈ V : ∃
u∈V
vu ∈ A1 ∧ ( dτ (v, u) > 1 ∨ vu /∈ A2 )}| ¬M3?
Przedstawione wyniki bada« utwierdzaj¡ zatem w przekonaniu, »e poprawa czy-
telno±ci rozumowa« zapisanych w j¦zyku Mizar wi¡»e si¦ w wi¦kszo±ci przypadków
z rozwi¡zywaniem NP-zupeªnych problemów grafowych. St¡d wnioskujemy, »e apli-
kacje, które mogªyby realizowa¢ popraw¦ czytelno±ci w zadowalaj¡cym czasie, s¡
w stanie co najwy»ej aproksymowa¢ optymalne warto±ci wska¹ników. Dodatkowo,
przeprowadzone wst¦pne badania empiryczne pokazaªy równie», »e zbiory sortowa«
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topologicznych, w których zaproponowane w rozprawie wska¹niki maj¡ warto±ci opty-
malne w ogólnym przypadku nie zawieraj¡ elementów wspólnych. St¡d wnioskujemy,
»e aplikacje uczytelniaj¡ce skrypty dowodowe mog¡ dziaªa¢ jedynie przy ustalonej
hierarchii warto±ci optymalizowanych wska¹ników.
Wst¦pne badania przeprowadzone nad metodami poprawy czytelno±ci wykorzy-
stuj¡cymi wyodr¦bnianie fragmentów rozumowania w postaci lematów (nazywane da-
lej paczkami) umo»liwiªy uzupeªnienie odpowiedzi na pytanie sformuªowane w drugim
problemie badawczym. Wykazaªy one bowiem, »e mo»liwe jest wyodr¦bnianie z rozu-
mowania dowolnych paczek przy zachowaniu poprawno±ci modyfikowanych skryptów
dowodowych, wykorzystuj¡c do tego celu algorytm o zªo»ono±ci wielomianowej [16].
Przeprowadzone badania umo»liwiªy zatem uzyskanie istotnego wyniku, który w przy-
szªo±ci b¦dzie przydatny w okre±leniu kierunku dalszych analiz dotycz¡cych narz¦dzi,
których zadaniem b¦dzie automatyczne odnajdywanie i wyodr¦bnianie fragmentów
rozumowania. Wst¦pne wyniki bada« sugerowaªy bowiem, i» stwierdzenie opisuj¡ce
rozumowanie zawarte w paczce powinno mie¢ posta¢ implikacji, której poprzednikiem
jest koniunkcja przesªanek, które jednocze±nie s¡ zlokalizowane poza obszarem paczki
oraz s¡ wykorzystane w krokach paczki, natomiast nast¦pnikiem  koniunkcja stwier-
dze« uzasadnionych w paczce, które s¡ wykorzystywane w dalszej cz¦±ci rozumowania
poza paczk¡. Nast¦pstwem takiego uproszczenia w sposobie opisu rozumowania za-
wartego w paczce s¡ cykle skierowane powstaj¡ce w modyfikowanym grafie dowodu,
je±li wyodr¦bniane paczki nie s¡ domkni¦te na prowadzenie dróg skierowanych. Nato-
miast ograniczenie mo»liwo±ci wyodr¦bniania jedynie do przypadku, w którym paczki
s¡ domkni¦te na prowadzenie dróg skierowanych zaw¦»aªo przestrze« poszukiwa« par-
tycji rozumowania na paczki do partycji acyklicznych. Ograniczenie to sprowadzaªo
wi¦c problem podziaªu rozumowania do rozwi¡zywania znanego NP-zupeªnego pro-
blemu Acyclic Partition (zob. ND15 [6]). Stworzenie metody wyodr¦bniania nawet
niedomkni¦tych paczek stanowi zatem istotny punkt w badaniach nad popraw¡ czy-
telno±ci przy wykorzystaniu wyodr¦bniania paczek. Niestety wyodr¦bnienie takich
paczek jest bardziej skomplikowane, ani»eli w przypadku paczek domkni¦tych oraz
wi¡»e si¦ z powielaniem cz¦±ci kroków rozumowania. St¡d mo»emy wnioskowa¢, »e
algorytm poszukuj¡cy najbardziej optymalnej partycji rozumowania na paczki, cho¢
nie b¦dzie zaw¦»aª swoich poszukiwa« jedynie do partycji acyklicznych, to jednak
b¦dzie musiaª uwzgl¦dnia¢ jako jeden z optymalizowanych wska¹ników liczb¦ wycho-
dz¡cych dróg skierowanych w paczkach, które to odpowiadaj¡ za powstawanie cykli
w grafie partycji.
4 Wnioski
Sformuªowana odpowiedz na pytanie postawione w drugim problemie badawczym
potwierdza wi¦c pierwsz¡ cz¦±¢ sformuªowanej na wst¦pie hipotezy rozprawy, któr¡
jest nast¦puj¡ce stwierdzenie: nie jest mo»liwe osi¡gni¦cie warto±ci optymalnej wi¦k-
szo±ci proponowanych wyznaczników poprawy czytelno±ci stosuj¡c algorytmy o zªo»o-
no±ci wielomianowej. Nie jest równie» mo»liwe równoczesne osi¡gni¦cie warto±ci opty-
malnych wszystkich proponowanych wyznaczników. Istniej¡ jednak algorytmy, umo»li-
wiaj¡ce optymalizacj¦ wielokryterialn¡ wyznaczników poprawy czytelno±ci, które dzia-
ªaj¡c przy ustalonej hierarchii wa»no±ci zaproponowanych metod, dostosowanej do
potrzeb okre±lonej grupy czytelników, mog¡ skutecznie poprawi¢ czytelno±¢ analizo-
wanych rozumowa« formalnych. Druga cz¦±¢ hipotezy zostaªa potwierdzona za po-
moc¡ empirycznych bada« przeprowadzonych w ramach wst¦pnej poprawy budowy
rozumowa«. Zaproponowany algorytm poszukuj¡cy linearyzacji rozumowania przy
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ustalonej hierarchii wa»no±ci wyznaczników czytelno±ci umo»liwiª bowiem zestanda-
ryzowanie rozumowa« zgromadzonych w bazie MML. Wykorzystywanie algorytmu
zachªannego nie prowadzi jednak w ogólnym przypadku do odnajdywania rozwi¡za«
aproksymuj¡cych z zadan¡ dokªadno±ci¡ rozwi¡zanie optymalne. Analiza zmodyfi-
kowanych skryptów dowodowych wykazaªa jednak, »e zastosowanie algorytmu doko-
nuj¡cego lokalnej optymalizacji okazaªo si¦ skutecznym narz¦dziem umo»liwiaj¡cym
odnajdywanie i spoisty zapis w zlinearyzowanym rozumowaniu spójnych podrozu-
mowa«.
Do efektywnej poprawy czytelno±ci i jasno±ci zgromadzonych rozwa»a« niezb¦dne
jest jednak prowadzenie dalszych bada« nad algorytmami dokonuj¡cymi optymaliza-
cji wielokryterialnej, jak równie» nad opracowaniem standardów czytelno±ci dowodów.
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